Exercice 4 5 points

Partie A

Up+1 =2Up (1 —Up).

Cette relation de récurrence s’écrit uy,+1 = f (45), ou f est la fonction définie sur R par :

fx)=2x(1-x).

1. f estune fonction polynomiale donc dérivable sur R et sur cet intervalle :
f(x)=2x-2x? dout f'(x) =2 —4x = 2(1 - 2x).
Ona:

’

e fllX)=0 = 1-2x=0 << x=

—_ DN =

1
e flX)>0 <= 1-2x>0 < x< > la dérivée est positive sur (0; 1L la fonction f

est donc croissante sur cet intervalle.

1
e flX)<0 <= 1-2x<0 < x>5;

N | =

2. On admet que pour tout entier naturel n, 0 < u, <
o 1y =2uy(1—up) =2%0,3x0,7 =0,42.
¢ Démonstration par récurrence :
— Initialisation: on a ug < u; car 0,3 < 0,42.
— Hérédité On suppose qu’il existe n € N'tel que u, < ;4.

1 . .
Comme on suppose que U, < Up] < > on a par croissance de la fonction f sur

0; %] » f(un) < f (ups1) < f(%) soit

1 1

Upil S Upsp <2 X% 2 X > ou encore U1 < Up2 < — : 'encadrement est vrai au

N =

rang n+ 1.
La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N elle I'est encore au
rang n+ 1 : d’apreés le principe de récurrence on a démontré que :

1
pour tout rentier naturel n, 1, < Up4 < >

3. Cet encadrement montre que
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— la suite (u;,) est croissante et

1
— la suite (u;,) est majorée par 3

Conclusion la suite (u;) croissante et majorée converge vers une limite £ < %
4. Lafonction f étant continue on a donc:
nl—i»riloof(u”) = nEIPWZun (1—uy,), soit
0=20(1-0) = 0=20-207 < 20>~ (=0 < ((2(-1)=0 < { 55_1 _ 8

[ = 0 1
/- 1 Laseule solution acceptable est £ = 7
2

Partie B

Pni1— P, =P, (1-DbxPy,),ou b est un réel strictement positif.

Le réel b est un facteur de freinage qui permet de tenir compte du caractere limité des res-
sources du milieu dans lequel évoluent ces individus.

1. Dans cette question b =0.
a. Larelation de récurrence s’écrit alors P,,+1 — P, = P, (1 -0 x Py,), soit
Py1—P, =P, < Py41 =2P,, donc P,y = 2P, : cette égalité montre que la
suite (P,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme Py = 3.
b. On sait quel que soit n € N, P, = Py x2" =3 x 2" :1a limite de la suite (P,) est
plus l'infini (irréaliste)
2. Dans cette question b =0,2. On adonc P,y — P, =P, (1-0,2P;)
a. Onavy=0,1xPy=0,1x3=0,3.
Larelation de récurrence devient :
Ppi1—Pp=P,(1-0,2x Py) < P41 — P, =P,—0,2P2, dot
Pui1=2P,—0,2P2. (1)
Or vp41=0,1Py41 =0,1(2P, —0,2P%2) = 0,2 (P, —0,1P2).
Comme v, =0,1x P,, < 10v, = P,, 'égalité ci-dessus devient :
Un+1=0,2(10v, — 0,1 x (10v,)?), soit
Un+1=0,2(10v, — 1002) =20, (1 — vy).
b. Larelation de la question précédente montre que lei suite (v,) est la suite (u,) de

la Partie A et on a vu que cette suite converge vers >
Onadonc lim v,=-.
n—-+oo 2

1
Or P, =10v,,donc lim P,=10x - =5.
n—+oo 2

Finalement la population se rapprochera de 5000 individus.



